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线性变换基本性质

性质 (线性映射的基本性质)
设 A 为从 F-线性空间 V到 F-线性空间 W的线性映射.则

1 A (0) = 0;
2 A (−α) = −A (α), (∀α ∈ V);
3 设 α1, · · · , αn 为 V的一组基. 若 α = λ1α1 + · · ·+ λnαn,则

A (α) = λ1A (α1) + · · ·+ λnA (αn).

即,线性映射 A 由 A (α1), · · · ,A (αn)这 n个向量唯一确定.
4 若 β1, · · · , βm 线性相关,则 A β1, · · · ,A βm 也线性相关.
5 若 A β1, · · · ,A βm 线性无关,则 β1, · · · , βm 也线性无关.

性质 (同构基本性质)
同构映射的逆映射也是同构映射.
同构为等价关系.
(同一域上的)有限维线性空间同构当且仅当它们维数相同.
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线性映射的矩阵 *
设 A 为从 n维 F-向量空间 V到 m维 F-向量空间的一个线性变换.分别
取定 V和 W的一组基 α1, · · · , αn 和 β1, · · · , βm. 对任意 j = 1, 2, · · · , n,
设 A (αj) ∈ W在基 β1, · · · , βm 下的坐标为 (a1j, · · · , amj)

T,即
A (αj) = a1jβ1 + · · ·+ amjβm.

则这一式子可改写为

A (α1, · · · , αn) :=
(
A (α1), · · · ,A (αn)

)
= (β1, · · · , βn)A,

其中 A := (aij)m×n ∈ Fm×n. 称 A为线性映射 A 在基 α1, · · · , αn 和
β1, · · · , βm 下的矩阵.

例

设 A ∈ Fm×n. 定义从 Fn 到 Fm 的线性变换

A (X) = AX.
则 A 在自然基下的矩阵为 A.

证: 记 e1, · · · , en 为 Fn 的自然基, e′1, · · · , e′m 为 Fm 的自然基.则
A (e1, · · · , en) := (A e1, · · · ,A en) = (Ae1, · · · ,Aen) = A(e1, · · · , en) =
AIn = A = ImA = (e′1, · · · , e′m)A.
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线性映射的矩阵 *
例 (从矩阵出发构造线性映射)
分别取定 F-线性空间 V和 W的一组基 α1, · · · , αn 和 β1, · · · , βm.对于
给定矩阵 B = (bij)m×n ∈ Fm×n,如下给出一个从 V到 W的映射B.对任
意的 λ1α1 + · · ·+ λnαn ∈ V,定义a

B

( n∑
j=1

λjαj

)
:=

m∑
i=1

( n∑
j=1

bijλj

)
βi.

则B为从 V到 W的一个线性映射,且其在基 α1, · · · , αn 和 β1, · · · , βm
下的矩阵正好为 B.

a这一定义也可改写为B

(α1, · · · , αn)

λ1

...
λn


 = (β1, · · · , βn)B

λ1

...
λn

.

从而,我们得到如下一一对应:{
从 V到 W的
全体线性映射

} 基α1,··· ,αn
基β1,··· ,βm←−−−−−−−−−−−−−−→

1:1
A (α1,··· ,αn)=(β1,··· ,βn)A

Fm×n
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线性映射的坐标表示 *

定理

设 A为线性映射 A : V→ W在基 α1, · · · , αn 和 β1, · · · , βm 下的矩阵.
若 X为向量 v ∈ V在基 α1, · · · , αn 下的坐标,以及 Y为 A (v)在基
β1, · · · , βm 下的坐标,则

Y = AX.

换言之,线性映射的作用可以通过对坐标左乘矩阵 A实现.即,下图交换

V
基α1,··· ,αn

1:1
//

Av7→A (v)

��

A (α1,··· ,αn)=(β1,··· ,βn)A

Fn

A X 7→AX

��
W

基β1,··· ,βn

1:1
// Fm

证明思路: A (v) = A ((α1, · · · , αn)X) = A (α1, · · · , αn) · X =
(β1, · · · , βm)A · X = (β1, · · · , βm) · AX.
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线性变换的矩阵

现在,我们考虑 W等于 V的情形.

设 A 为 V上的线性变换.固定 V的一组基 α1, · · · , αn. 则存在矩阵
A := (aij)n×n 使得

A (α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)A.
称矩阵 A为线性变换 A 在基 (α1, · · · , αn)下的矩阵.

例

设 V = F2×2.记 A =

(
1 2
3 4

)
∈ V. 定义 V上的线性变换 A

A (M) := AM.

求 A 在 e11, e12, e21, e22 下的矩阵.

{
从 V到 V的
全体线性变换

}
基α1,··· ,αn←−−−−−−−−−−−−−−→

1:1
A (α1,··· ,αn)=(α1,··· ,αn)A

Fn×n
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线性变换的坐标表示

向量 x和 A x在同一组基下坐标之间的关系.

定理

设 A : V→ V在基 α1, · · · , αn 下的矩阵为 A.若向量 x ∈ V在基
α1, · · · , αn 下的坐标 X ∈ Fn,向量 A x在基 α1, · · · , αn 下的坐标为
Y ∈ Fn,则

Y = AX.

V
基α1,··· ,αn

1:1
//

A

��

A (α1,··· ,αn)=(α1,··· ,αn)A

Fn

A

��
V

基α1,··· ,αn

1:1
// Fn
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例

记 α1 =

2
3
5

, α2 =

0
1
2

, α3 =

1
0
0

, β1 =

1
2
0

, β2 =

 2
4
−1

,

β3 =

3
0
5

.设 A 为 F3 上线性变换满足 A (αi) = βi (i = 1, 2, 3).求

1 A 在 α1, α2, α3 下的矩阵;
2 A 在自然基下的矩阵.

解答:

1 A = (α1, α2, α3)
−1(β1, β2, β3) =

 4 9 −5
−10 −23 15
−7 −16 13

;

2 B = (β1, β2, β3)(α1, α2, α3)
−1 =

3 −20 11
0 −16 10
5 −15 7

.
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线性映射的运算 *
设 U, V和 W为有限维 F-线性空间.

1 (加法)设 A 和B为从 V到 W的两线性映射. 对任意 v ∈ V,定义
(A + B)(v) := A (v) + B(v);

2 (数乘)设 A 为从 V到 W的线性映射. 对于任意 v ∈ V,定义
(λA )(v) := λA (v);

3 (合成)设 A 为从 V到 W的线性映射,B为从 U到 V的线性映射.
对于任意 v ∈ V,定义

(A ◦B)(u) := A (B(v)) .

性质

1 以上三者均为线性映射的运算.即, A + B, λA 和 A ◦B仍为线
性变换.

2 若各自取定 U, V和 W的一组基,设 A ,B在这些基下的矩阵分别
为 A,B,则 A + B, λA 和 A ◦B在这些基下的矩阵分别为 A + B,
λA和 AB.

3 从 V到 W上的全体线性映射组成的集合,记为 Hom(V,W),在线性
映射的加法和数乘下构成 F-线性空间.
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线性函数与对偶空间 *

我们考虑 W = F的情形.
称从 V到 F的线性映射为 V上的线性函数. 记

V∗ = Hom(V,F) = {f : V→ F | f为线性函数}.
为 V上全体线性函数组成的集合. 由线性映射的加法和数乘,我们有线
性函数的加法和数乘

(f + g)(v) := f(v) + g(v)
(λf)(v) := λf(v)

性质

在线性函数的加法和数乘下, V∗构成 F-线性空间.称之为 V的对偶空间.
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对偶空间基本性质 *

性质 (对偶空间的维数与基)
对偶空间 V∗ 的维数与 V的维数相同.
若 e1, · · · , en 为 V的一组基,则 V∗ 存在唯一的一组基 f1, · · · , fn 满
足

fj(ei) = δij =

{
1, 若i = j;
0, 若i 6= j

.

称 f1, · · · , fn 为 e1, · · · , en 的对偶基.

我们有如下自然的取值映射 (evaluation map):
ev : V∗ × V→ F; (f, v) 7→ f(v).

性质

V ∼= V∗∗ v 7→ ev(−, v)

注: 若我们不要求 V为有限维的,则映射 V→ V∗∗ 仅为单射.
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向量的逆变性与对偶向量的协变性 *
性质 (向量的逆变性与对偶向量的协变性)
设 e1, · · · , en 以及 e′1, · · · , e′n 为 V为有限维 F-线性空间的两组基. 设过
渡矩阵为 A,即

(e′1, · · · , e′n) = (e1, · · · , en)A.

记这两组基的对偶基分别为 f1, · · · , fn 和 f′1, · · · , f′n.
1 (向量的逆变性)设 v ∈ V在两组基下坐标为 X和 X′. 即,

v = (e1, · · · , en)X = (e′1, · · · , e′n)X′.

则
X′ = A−1X 或 (x′1, · · · , x′n) = (x1, · · · , xn)(A−1)T.

2 (对偶向量协变性)设对偶向量 f在两组对偶基下坐标为 Y和 Y′.即,
f = (f1, · · · , fn)Y = (f′1, · · · , f′n)Y′.

则
Y′ = ATY 或 (y′1, · · · , y′n) = (y1, · · · , yn)A.

证明思路:
(f′1, · · · , f′n) = (f1, · · · , fn)(A−1)T.
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多项式在线性变换处取值
设 A 和B为 F-线性空间 V上的线性变换. 记 A 0 := id(:= ε). 对任意
正整数 k,定义

A k := A ◦A ◦ · · · ◦A︸ ︷︷ ︸
k次

.

对于 f(x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn ∈ F[x],定义
f(A ) := a0 · ε+ a1A + · · · anA

n.

例

若A 在 V的某组基 e1, · · · , en下的矩阵为 A.则 f(A )在基 e1, · · · , en下
的矩阵为 f(A).

更一般地,记 exp(x) = 1 + x
1! +

x2
2! +

x3
3! + · · · . 定义

exp(A ) = ε+
A

1!
+

A 2

2!
+

A 3

3!
+ · · · .

性质

若 A B = BA ,则 exp(A + B) = exp(A ) exp(B).
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线性映射在不同基下的矩阵与相抵关系 *
设A 为从 n维 F-向量空间 V到 m维 F-向量空间的一个线性映射. 设线
性映射 A 在基 α1, · · · , αn 和 β1, · · · , βm 下的矩阵为 A. 即

A (α1, · · · , αn) = (β1, · · · , βm)A.
设线性映射 A 在另外两组基 α′

1, · · · , α′
n 和 β′

1, · · · , β′
m 下的矩阵为 B.

即
A (α′

1, · · · , α′
n) = (β′

1, · · · , β′
m)B.

定理

记从线性空间 V的基 α1, · · · , αn 到基 α′
1, · · · , α′

n 的过渡矩阵为 Q,以及
从线性空间 W的基 β1, · · · , βm 到基 β′

1, · · · , β′
m 的过渡矩阵为 P. 则

B = P−1AQ.

A (α′
1, · · · , α′

n) = A (α1, · · · , αn)Q = (β1, · · · , βm)AQ =
(β′

1, · · · , β′
m)P−1AQ.

推论

线性映射在不同基下的矩阵之间相抵.

注: 反之亦然.即,相抵的矩阵是同一个线性映射在不同基下的矩阵.
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线性变换在不同基下的矩阵

定理

设线性空间 V上的线性变换 A 在两组基 α1, · · · , αn 和 β1, · · · , βn 下的
矩阵为 A和 B. 设 α1, · · · , αn 到 β1, · · · , βn 的过渡矩阵为 T. 则

B = T−1AT.

例

设线性变换 A : F3 → F3 满足

A

2
3
5

 ,

0
1
2

 ,

1
0
0

 =

2
3
5

 ,

0
1
2

 ,

1
0
0

 4 9 −5
−1 −23 15
−7 −16 13

 .

求 A 在基

1
0
1

 ,

2
1
2

 ,

−20
−1

下的矩阵.

解:T =

2 0 1
3 1 0
5 2 0

−1 1 2 −2
0 1 0
1 2 −1

. C = T−1

 4 9 −5
−1 −23 15
−7 −16 13

 T =

−10 2 3
10 4 10
−2 1 0

 .
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矩阵的相似

定义 (相似)
设 A,B ∈ Fn×n 为两个 n阶方阵. 若存在可逆阵 T ∈ Fn×n 使得
B = T−1AT,则称 A与 B相似. 记为 A ∼ B.

性质

相似为等价关系.

根据相似关系,将全体 n阶矩阵分为若干类. 相似类,代表元.

定理

一个线性变换在不同基下矩阵相似. 反之任意属于该相似类的矩阵,均
为该线性变换在某组基下的矩阵.

证明思路:设 A (α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)A. 若 B = T−1AT,记
(β1, · · · , βn) = (α1, · · · , αn)T,则 A (β1, · · · , βn) = (β1, · · · , βn)B.
相似不变量.e.g.行列式,秩.
类比于相抵关系,对相似关系我们有如下基本问题:

1 两个矩阵相似充要条件
2 相似等价类中的最简代表元
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